Rozpoznavanie obrazcov
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eseparov

® Bayesovsky klasifikator sa pouziva pre
neseparovatelné pripady

44 -

*Vtedy mozu priznakové | . ° L
vektory v tej istej Casti D v
priznakového priestoru ) ot L EeEl
patrit do 2 réznych tried .| .. 0.

°V takom pripade saneda * = F LT 7
bezchybne zvolit oddelujuca nadplocha



z I!Iesepa rova Egi i% ”

o Klasifikator je deterministické zariadenie a
vektor x zaradi vzdy do tej istej triedy

* Ak sa dopustame pri takomto rozhodnuti
chyby, klasifikator nastavujeme tak, aby bola
chyba (strata) co najmensia

* Ak pozname pravdepodobnosti objavenia sa
triedy P(w4), P(w>), ..., P(w,) — aké pravidlo
d(x) zvolime, aby chyba bola minimalna?



z:geseparovaggii% |||

®* Majme aj druhu apriérnu pravdepodobnost
P(x|w,), ktora vyjadruje podmienenu
pravdepodobnost vektora x za podmienky
znamej triedy w,

* Ak zvolime velkost straty O pri spravnej
klasifikacii a 1 pri nespravnej, potom
optimalny klasifikator, ktory rozhoduje s
najmensou (chybou) stratou je Bayesovsky
klasifikator



%ayesovs Ey Mr

* Je zalozeny na dvoch apriornych (dopredu
znamych) pravdepodobnostiach: P(w, ) ako
pravdepodobnosti objavenia sa triedy a
p(x|w,) pravdepodobnosti vektora x za
podmienky, ze je zhama trieda w,

o Klasifikator zaraduje neznamy vektor x do
triedy w,., ktora ma pre tento vektor najvyssiu
aposteriérnu pravdepodobnost P(w,|x)



dYESOVSKY 1

® Aposteriorna pravdepodo
podmienena pravdepodo

EE e — .

bnost P(w,-|x) je
onost triedy w, za

podmienky, ze na vstupe

je priznakovy vektor

x, Cize mO6zeme povedat, Ze je to pravdepo-
dobnost toho, Ze vektor x patri do triedy w.-

* Aposteriérna pravdepodobnost P(w,-|x) sa
vypocita z apriornych pravdepodobnosti podla

Bayesovho pravidla



%ayesovs <y klasitikator

® Bayesovo pravidlo
P(x|w;)P(w;)

P(x)
*V menovateli je nepodmienena pravdepodob-

nost P(x) — urCuje pravdepodobnost vektora
X bez ohladu na triedu

P(w;lx) =

*\/ypocita sa podla vety o uplnej pravdepodob-

nosti P(x) = iC=1 P(x|w;).P(w;) 7



o Klasifikator zaradi neznamy vektor x do te;
triedy, ktorej aposteridorna pravdepodobnost je

najvacsia, Cize plati  p(x|w;)P(w;) _ P&lw))P))

P(x) P(x)

® Oznacuje sa ako MAP (maximum aposterior
probability) pravidlo

* Akej chyby sa pri tomto pravidle dopustame?
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*Vzhladom na rovnaky menovatel staci
vyhodnocovat Citatela, Cize rozhodovacie

pravidlo MAP je
d(x) = Wy €2

P(x|w;)P(w;) = vj=1,?"?§aj¢ip(x‘wj)})(wj)
e Klasifikator vypocita C aposteriornych
pravdepodobnosti a na zaklade maximalne;

hodnoty rozhodne



%ptima:ita %ra

® Chybu vypocitame integrovanim zdruzenych
pravdepodobnosti (kde R; a R; su rozhodova-

cie oblastia P(A4,B) = P(A|B)P(B))

P(x,wz)dx+f P(x,w)dx,

P(chyba) = f
R

73

A

P(X,w,) P(x,w-,)

P(X|wi)P(w;) _ PXl|w;j)P(w;)
P(x) a P(x)

S % 10



P(x,w,) P(x,w,)

»—Optimalita

A
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>Strata Bayesovskeho KiasiTikatora

* Vo vseobecnosti nemusi byt strata nespravne;
klasifikacie rovnaka pre vsetky triedy

* Napr. pri medicinskych aplikaciach je horsie, ak
zaradime chorého pacienta medzi zdravych
ako ked’ zaradime zdravého medzi chorych

® Oznacme A(ozl-
zaradenia obje
ze patri do w;

a)j) ako stratu spojenu s akciou

ctu do triedy w; za podmienky,
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R £
o

ata Bayesovského- Ikatora

® Potom ocakavanu stratu zo zaradenia vektora
x do triedy w; mézeme vyjadrit ako

R(agl®) = ) Mai]ay) P(ayx)
j=1

® Celkova strata cez vSetky vektory sa rovna

R = [ R(a(x)|x)p(x)dx

kde a(x) je jedna akcia na vektore x .




‘7

gsiTikatora il

Strata Bayesovského k

* Ak R je celkova strata spojena s rozhodovacim
pravidlom, potom sa snazime ju minimalizovat
vyberom takej akcie a(x) pre vektor x, aby sa
minimalizovala strata R («;|x)

* Tak dostaneme stratu R™, ktora sa nazyva
Bayesovske riziko a je to najmensia strata,
ktord mozeme dosiahnut pri informaciach,
ktoré su k dispozicii

15
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Rozhodovacie pravidio pre Z triedy

e Zaradime neznamy vektor do tej triedy, ktora
ma mensie podmienenu stratu

d(x) = w; < R(a;]|x) < R(a;|x)
kde /11] — X(al‘a)])

a
R(a;|x) = A11P(wq]x) + A12P (w2 |x)
R(az|x) = A21P(w1]|x) + A52P(w;]x)




> 0-1 strata pre viac tr1iec
® Zvolme A(cxi|a)j) =1aki#jainak=0

® Potom

C
R(a;|x) = z Mai|w;) P(wj|x) =
=

= z P(wj|x) = 1 — P(w;|x)
JEX!
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* Potom rozhodovacie pravidlo je
d(x) = w; & P(w;|lx) > P(a)j‘x) pre Vj # i

® Teraz vyjadrime Bayesovsky klasifikator v
jazyku diskriminacnych funkcii

* Definujeme

gi(x) = —R(a;|x) pre vSeobecny pripad a

gi(x) = P(x|w;)P(w;) pre pripad straty 0-1
18



* Mbzeme tiez napisat pre 0-1 stratu
gi(x) =InP(x|w;) + In P(w;)

* Pre dve triedy nam staci jedna diskriminacna
funkcia g(x), pri ktorej rozhodujeme podla
znamienka

*Potom g(x) = P(w¢|x) — P(w,|x), alebo aj

P(x (1)1) | lnP(wl)
P(x|w,) P(wsy)

g(x) =1In
19



PAkeé su rozhodovacie oblasti ?

* Predpokladajme, ze podmienena pravdepo-
dobnost P(x|w;) ma normalne rozdelenie

X,

*V 2D priznakovom pries- 4
tore su vektory x roz- .
miestnené okolo stred- PRl

nej hodnoty i, pricom '._.;h":;-"'::{

elipsy zodpovedaju rov- |
nakej hustote pravdepo-
dobnosti




PAké su rozhodovacre oblasti |l

® Pripomenme diskriminacnu funkciu
gi(x) =InP(x|w;) + In P(w;)

* Ak P(x|w;)~N(u;, X;), tak mézeme aproximo-
vat P(x|w;) ako
1 1 |
® Po logaritmovani bude diskriminacna funkcia
1 . d 1

gi(x) = —5(){ — /,L.i)tzi_l(x — 1) — 5 In 27 — 5 In 3] +In P(w;)

P4y §
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PAKe SU roz

hodovacie oblasti ||

* Nasim cielom je eliminovat z diskriminacnej
funkcie konstantné ¢leny a posudit, ako budu
vyzerat oddelujuce nadplochy

®* M6zu nastat tri pripady:
o Statisticky nezavislé priznaky, rovnaka variancia
v kazdej triede

e [dentické kovariancie v kazdej triede

e lubovolné kovariancie
22,



z Prvy p%r

o Plati Zi — 0'21

® Po vynechani konstant dostaneme funkciu
1 1
gi(z) = —pi'x — =i + In P(w;)
o 20

co je vlastne linearny klasifikator

* Ak sa P(w;) rovnaju, tak nadrovina poli usecku
U; a uj, ak nie, nadrovina sa posuva k jedne;
hodnote 23
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2 Prvy pn%

* Ak sa P(w;) nerovnaju, nadrovina sa posuva

® Ukazka pre 1D pripad

paiw)

23



rvy pri

* Ukazka pre
2D a 3D
pripad




z DruEy p%

° [denticke kovariancie ; = X

* Po vynechani konstantnych ¢lenov opat
dostaneme linearnu diskriminacnu funkciu

1
Qi( ) (E Ua) X _§Nt2 g T hlP( )

* Ak sa P(w;) rovnaju, tak nadrovina prechadza
stredom Usecky y; a i, ale nie je na nu kolma

27



e Ukazka pre 2D a -
3D pripad pre
rovnaké, ale
asymetricke
gaussovske
rozdelenia




z Treti p%r

® Lubovolné X;

® Diskriminacna funkcia bude kvadraticka

gi(x) = (555 Yot (E )l S i S+ n Pl
® Potom su oddelujuce nadplochy: dvojice
nadploch, hypersféry, hyperelipsoidy,
hyperparaboloidy, pricom nemusia byt suvislé,
atoaniv 1D
29



z Tret pr%l

o Ukazka 1D

30
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PRozhodovacie ok ore

riedy
» Statisticky nezavislé

® Rovnaka variancia

32



—1

odovacie oblastipre 3 triedy Il
® Rovnaka kovariancna matica

®* ROzne variancie Nie diagonalna

33



Rozhodovacie oblastipre 3 triedy Il

® Diagonalna kovariancéna  Ro6zna kovariancna
matica, rozna matica

34



z cenile klasiikatorec

* Kym pri linearnom klasifikatore sme odhado-
vali optimalnu hodnotu skalarov, pri
Bayesovskom klasifikatore odhadujeme dve
apriorne rozdelenia pravdepodobnosti

* Vo vseobecnosti ich nie je jednoduché urcit z
trénovacej mnoziny

* Preto zjednodusime klasifikator na naivny

Bayesovsky klasifikator
35
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“Naivny Bayesovsky klasitikator

*\ychadza z predpokladu, ze podmienené
pravdepodobnosti jednotlivych priznakov su
statisticky nezavislé

*T.j. hodnota kazdého priznaku vektora x v
danej triede nie je ovplyvnena hodnotami
ostatnych priznakov

* Naivny preto, Zze nezavislost priznakov vo
vacsine realnych aplikacii neplati




Naivny Bayesovsky Klasitikator I

* Napriklad, ovocie povazujeme za jablko, ak je
cervené, okruhle a jeho priemer je cca 10 cm

*Tu sa predpoklada, ze kazdy priznak prispieva k
pravdepodobnosti, ze je to jablko nezavisle od
ostatnych bez ohladu na ich mozné korelacie

* Na zaklade predpokladu plati, ze

P(x|w;) = P(x1,%, ..., xp|lw;) = P(x1|w;)P(x3|w;) ... P(xp|w;)

37



Naivny Bayesovsky kiasitikator Il

® Uvazujme Bayesovo pravidlo:

P(X|w;)P(w;)

P(aylx) = ZH2L

oV Citateli je zdruzenda pravdepodobnost
P((l)l', X1, X2, ...,xD) d rovné Sd P(xl, Xy i, XD (l)l')

*S vyuzitim definicie podmienenej pravdepo-
dobnosti a retazcového pravidla mozeme

napisat, ze
33



Naivny Bayesovsky klasitikator IV

® P(xq, X9, ..., Xp, w;) = P(x1|Xx9, ..., Xp, w;)P(Xo, ..., Xp, W;)
= P(xqlxy, ..., xp, w;)P(x5]|x3, ..., Xxp, w;)P(x3, ..., Xp, ;) =

= P(x{|xq, ..., xp, w;)P(x,|x3, ..., Xp, ;) ... P(xp_1|xp, w;).
P(xplw;)P(w;)

* Potom nezavislost priznakov znamen3, ze
P(xilxitq, oo xp, w;) = P(xi|w;)

* Potom plati, ze

D

Pailx) e P(@i,x1, % x0) = P@) | | _ PGl
l:

39



%cenie naivhého E%am |!atora

* Nastavenie parametrov klasifikatora (teda
apriornych pravdepodobnosti) pre kategorické
priznaky sa vypocita takto:

i

N‘k N
a P(w;) = - pricom

P(xklwl) =

N je pocet vsetkych vzoriek v trénovacej mnozine
N' je pocet tych vzoriek, ktoré patria do triedy w;
Nkje pocet tych, ktoré patria do w; a priznak ma hodnotu x;,

40



! Prn’kla% %g

°* Mam cerveny Touareg, ukradnu mi ho?

: Example No. | Color T Origin Stolen?
P(Yes|Red,SUV,Domestic) ? el | o o e S

Red  Sports Domestic No
Red Sports  Domestic Yes
Yellow Sports Domestic No
Yellow Sports Imported Yes
Yellow SUV ~ Imported No
Yellow SUV ~ Imported Yes
Yellow SUV  Domestic No
Red SUV  Imported No
Red  Sports Imported Yes

Zistime, ze P(Yes) = P(No)
P(Red,SUV,Domestic|Yes) =7?
P(Red,SUV,Domestic|No) =?

e = R e

P(xlwi) = l]3=1 P(xk|wi)

P(Red|Yes), P(SUV|Yes), P(Domestic|Yes), P(Red|No),
P(SUV|No), P(Domestic|No)

41



! Pn’k%a% 2g

* Do ktorej triedy patri tento zakaznik?

credit buys
age |income |student| rating |computer

X =

(age < 30,

income = medium
Student = Yes

Credit Rating = Fair)




— ——

»Ucenie naivhého

* Pre spojité data sa snazime odhadnut z
trénovacej mnoziny typ pravdepodobnostného
rozdelenia a jeho parametre — vtedy
pouzivame parametrické metody

* Ak odhadujeme apriornu pravdepodobnost na
zaklade vyskytu vzoriek v malom okoli nejakej
oblasti, vtedy pouzivame neparametrickeé
metody

43



! Parametricge m% o!y

* Predpokladame, ze data maju unimodalne
rozdelenie — a to bud normalne alebo iné a
odhadneme jeho parametre

® Pri normalnom rozdeleni vypocitame vyberovy
priemer a vyberovu kovarianciu

® Potom urcime apriérnu pravdepodobnost

1 Lix—x.)' 2 (x-X.
J(zﬂ)d‘Zi‘exp(—E(x X)) 2. (x xl))

P(x| @)=

44



! Parametrické m%e o!y \I

* Ak data maju multimodalne rozdelenie, tak
pouzijeme GMM — Gaussian mixture model

1 v T -1 -
P(x|@,) = Z exp(-1(x-%,)' 2 (x-%,))
\/ 7)’
GMM example
0.35 ' ' '
————— zaussian Components
03 Original Distribution
025l * G Distribution

021

015

01

005

45
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!C!Saussovsk{/ nalvn%y ayes

* Ak mame spojity priznak x, rozdelime ho do
tried a vypocitame strednu hodnotu py a
rozptyl g;, v triede wy,

®* Pre nameranu hodnotu v rozdelenie podmie-
nenej pravdepodobnosti vypocitame ako
(W up)”
1 S
P(x =v|lwy) = c
21007




%:nohoélenovy nalgvny !ayes

* V tomto modeli priznakové vektory reprezentuju
frekvencie, s ktorymi su urcité udalosti generované
mnohoclenom (p4, ..., pp), kde p; je pravdepodob-
nost, Ze sa objavi udalost i

® Potom priznakovy vektor x = (x4, ..., Xp) je
histogramom, kde x; je pocCet, kolkokrat sa objavuje
udalost i v konkrétnej instancii

* Tento model sa pouziva na klasifikaciu dokumentov
a udalost je kolkokrat sa objavilo slovo v dokumente
47



%nohoélenovv nalvgny !ayes 1

* Potom podmienena pravdepodobnost je

: X;)! .
P(x|wy) = (lz—:[l?? npki l

* Ak sa vyjadri v logaritmickom priestore, tak sa
Bayes stane linearnym klasifikatorom

D
logP(@lx) « log(P(w) | | i) =
l==
D
= logP(wy) + 2 x; log pri = b + wix

l

=1 48



;Eernoulliho nalvn% ayes

*V tomto modeli su priznaky binarne premenné

* Ak x; je booleovska premenna, vyjadrujuca
(ne)pritomnost i-teho termu zo slovnika (pri
rozpoznavani kratkych textov), potom

D
s 1_[ 1pkixl(1 D)
=

kde py; je pravdepodobnost, Ze trieda wy

generuje term Xx;
49



> Neparametrické metody

* Pravdepodobnost, Ze vybrany vektor bude z
oblastiR je P = [, p(x)dx

* Pre dostatocne malé okolie R plati:

= — L p(x)dx = p(x) L dx = p(x)V

kde V' je obsah R

50



g%eparametricée m%e o!y 1

® Majme n nezavislych vyberov x4, X5, ..., X, Z
rozdelenia p(x) a nech M z nich patrido R

*Potom P = M /n a tiez p(x) = MT/n

°*ProbléemjeakV — 0

® Na prakticku realizaciu pouzivame metodu
Parzenovho okna

51



! Parzenovo o%no

* UvaZzujme oblast R a D-rozmernu jednotkov

hyperkocku (ako jadro al. kernel) definovanu:
<Y, j=1...,D

|
w(u)= {O 1nak,

® PocCet vzoriek v kocke so stranou h a stredom v x

M:ik(x_mj X X xé X
= h ¢ e

M 1& 1 X—Xi
n(X)=—=—» —k
Px) nV n;hD ( h )

52



! Parzenovo o%no ”

* Spojité jadra

1 1 1 1 1
= LInyifarm
1.0 - THangle
== Epaneachnik
— Quartic
0.8 - Triweaight
- - (3gussian
Cosina

0.6

0.4

0.2

0.0

] ] ] ] ]
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 53



! Parzenovo o%no ”|

* Kazda vzorka prispieva k L
hustote v bodoch, ktoré AN SIS
padnu do okna okolo Vorfme
vzorky K (cx)=1

K(x-x“)=1

® Preto staci dat okno na
vzorky a spocitat

p(x):lzn:h%k(x;l&j :

n i

K (x-x)=1

K(x-x*)=0




0.04+

Parzenovo okno

0.0451

Density
estimate

Kernel
functions

A
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Parzenovo okno

* Velkost okna h ovplyviiuje amplitidu aj Sirku
® Ukazka kruhove-
ho symetrického ..

A=l




! Vysledky kiasél%a ora

® Bayesovské metody zovseobecnuju omnoho
lepsSie s malym poctom vzoriek

* Maju velkd vypoctovu narocnost pre velky
pocet vzoriek

* Aj ked naivny Bayes neodraza uplne realne
vztahy medzi priznakmi, dokaze relativne
dobre oddelit od seba triedy, ktoré su

rozdielne
57



